Resum

El teorema de Pick és una férmula senzilla
que permet treballar la geometria, la
descoberta i el gust per les matematiques a
primer cop d'ull. L'activitat pretén fer
descobrir a I'alumnat que provant, jugant i
conjecturant es poden descobrir propietats
tan interessants com ara la férmula del
calcul de I'area de poligons (simples,
reticulars), i potenciar aixi la descoberta en
les nostres classes de matematiques. El
teorema de Pick és un exemple perfecte de
simplicitat, d'apropament a unes
matematiques que, sén boniques,
agradables i de bon tracte, no només per la
seva senzillesa. L'activitat consisteix a
deduir la férmula del teorema buscant
primer un patré a partir d’'exemples i
després connectant amb sistemes
d’equacions per tal de deduir la férmula.
Finalment, hi ha una petita reflexié sobre
que és una demostracié i sobre el cami que
s’ha de seguir en la recerca d’'una féormula.

1. Introduccio

Que vol dir bellesa en matematiques? Quan diem que un resultat és bell? Hardy [7][12] deia
queelsentitdelabellesave,almenysen part,del sentitdelasorpresa.Podem estar-hid’acord o no,
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Abstract

Pick’s theorem is a simple result that allows us
to work on geometry, research as well as
enjoying Mathematics at a glance. The aim of
the activity is to make students discover that
by trying, playing and guessing, they can
explore such interesting properties as the
formula for calculating the area of simple
reticular polygons in our Math classes. Pick’s
Theorem is a perfect example of simplicity and
beauty allowing everyone to explore
Mathematics in a very pleasant way. The
activity consists of deducing the Pick’s
theorem formula. Firstly, by looking for a
pattern using examples and secondly,
connecting with systems of equations in order
to deduce the formula. Finally, we end up with
a small reflection about what a proof is and
which path has to be followed in order

to find it.
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perd la cara de sorpresa i satisfaccié d'un alumne quan descobreix quelcom (en matemati-
ques, és clar) no té preu!

Poincaré, d'altra banda, deia que «el cientific no estudia la natura perque és util de fer-ho,
I'estudia perqueé troba plaer a fer-ho i hi troba plaer perque és bell» [11].

La bellesa no deixa de ser subjectiva, perd segurament totes i tots estarem d’acord que el
teorema de Pick és un dels enunciats més simples, propers i bonics que hi ha en la litera-
tura matematica, cosa que el fa irresistible a I'nora de preparar activitats a I'aula. A més de
permetre’ns treballar la descoberta d'una manera manipulativa, el teorema ens permet ac-
tivar el pensament matematic buscant solucions, formulant preguntes i potenciant el cicle
experimentacié-conjecturacié-generalitzacié. Al mateix temps, ens permet connectar amb
diferents conceptes estudiats en el curriculum tant de I'educacié secundaria obligatoria (ESO)
com del batxillerat.

2.0ni quan descobrir el teorema

El moment oportu per fer una activitat pot ser un element clau a I'hora d’aprofitar millor el
que els alumnes en poden treure o aprendre, ja sigui a tall d'introduccid, ja sigui com a reforg
d'algun concepte, com a aplicacié o com a conclusioé per tancar un tema. Com a professorat,
nosaltres hem de decidir si mostrar I'activitat i usar-la com a recurs en funcié de com creguem
que pot ser més Util als nostres alumnes. L'activitat (basada en l'original del projecte Nrich
[9]) esta pensada com a clausura del tema dels sistemes d’equacions. L'alumnat no coneix
el teorema de Pick i aix0 hauria de permetre enfrontar-nos-hi sense por i amb ganes, i, per
tant, la descoberta esta servida. Alhora, ens permet obrir nous camins de reflexid, com,
per exemple, aprendre a discernir entre els conceptes de demostracié i de deduccié d’'un
resultat.

Siformulem I'enunciat com a pregunta, podriem comencar, per exemple, per aquesta: podem
calcular I'area d’un poligon simplement comptant punts?

3. L'activitat pas a pas

Primer definirem I'espai on treballarem per tenir clar quin tipus de poligons usarem, ja que
no tots son valids. Presentem el material o bé de manera virtual amb Geogebra, o bé de
manera manual amb paper i llapis, o bé manipulativament amb un geopla, si és que dispo-
sem d'aquest material a I'escola. El professorat tria com fer la part d'experimentacio a l'inici
de l'activitat. Historicament, nosaltres hem treballat amb paper i llapis en la primera sessio
i després hem introduit la tecnologia. Abordar un problema plasmant sobre un paper que
estem fent, com estem treballant i on volem arribar, ajuda a entendre millor I'activitat per a
després ser més eficients a I'hora d’usar la tecnologia. Ara és el moment de fer els grups de
treball i després ja podrem comencar. El nombre d’alumnes per grup dependra de la densitat
de la classe (habitualment nosaltres hem treballat amb grups de tres o quatre alumnes).

Donada una malla de punts, tenim un poligon reticular simple si podem situar tots els seus vér-
texs en coordenades enteres (reticular) i els seus costats no s’intersequen, de manera que divi-
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deixen el pla en només dues regions, sense forats (simple). Aquests poligons tenen punts (P) en
la seva vora (punts perimetrals) i sovint tenen també punts interiors (I). Les figures es poden
descriure donant-neels punts (P, ). Per exemple i tal com mostra la figura 1, el quadrat vermell té
comapunts (P,I) = (4,0); el triangle gris, (3, 1); el triangle verd, (5, 0), i I'hexagon blau, (6, 4).

Figura 1. Poligons reticulars simples.

El nostre objectiu sera descobrir una férmula que calculi I'area (A) d’aquests poligons usant
els punts perimetrals (P) i els punts interiors (/). Per aixd necessitem primer estudiar una
mica el problema i anar reflexionant sobre com podem trobar-ne la solucié. Ara deduirem la
férmula del teorema de Pick.

1. Reprodueix en un geopla o amb paper i llapis, els poligons de la figura i fes-ne de nous.

Figura 2. Alumnes treballant a I'aula.

Com tot problema, primer s’ha d’analitzar, provar, jugar i deixar que I'alumne es familiaritzi
amb el que volem estudiar. En grups, poden reproduir els poligons que mostra la figura 1i
fer-ne de nous tal com veiem en la figura 2.

En les preguntes seglients es pretén que els alumnes juguin amb els coneixements que ja
teneni calculin les arees de la manera que creguin més convenient. En tenen prou amb saber
calcular I'area d'un rectangle i I'area d’un triangle. No cal que hagin fet arees de poligons
regulars, si estem en un curs de secundaria. Per als alumnes de batxillerat, hauria de ser bufar
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i fer ampolles. Per exemple, en I'hexagon blau de la figura 1, poden calcular I'area del qua-
drat que el conté i restar-hi I'area dels quatre triangles de la vora. Per poder fer els calculs
necessiten saber en quines unitats treballem i la mida de la graella de punts. Fem una posada
en comu i acordem que la distancia entre dos punts horitzontalment o verticalment és d'1
unitat.

A més, potenciem una manera eficient de mostrar els resultats obtinguts usant una taula de
valors (taula 1) per poder fer I'analisi pertinent.

Taula 1. Taula de valors dels diferents poligons usats.

Figura P I A
Quadrat 4 0 1
Triangle 5 0 3/2

2. Cada figuraengloba una drea (A) de la graella de punts. Calcula I'area de les quatre figures
explicant el métode que uses.

3. Dibuixa una reticula amb més poligons i en una taula de valors apunta’n els punts perime-
trals (P), els punts interiors (1) i les arees (A).

Recordem queelsalumnesestantreballanten grups. Aquiel professorat pot moderar|'activitat
i, per exemple, suggerir que cada grup se centri en un tipus de poligon: el grup 1 treba-
lla amb diferents triangles, el grup 2 treballa amb diferents quadrilaters, el grup 3 treballa
amb diferents pentagons i aixi successivament depenent dels grups que tinguem. Aixo fara
que al principi es concentrin només en una figura que els motivi i els donara seguretat per
a més endavant, quan hagin de col-laborar entre els grups per tal de continuar construint
coneixement.

Abans de seguir avancant, la pregunta niumero 4 pretén ser una parada saludable per fer que
els alumnes raonin sobre com hem construit els poligons i, si ho han fet aleatoriament, inten-
tin buscar algoritmes per crear nous exemples, ja que després entre tots els grups haurem
de fer una tria de quins exemples de poligons sén més convenients per treure’'n conclusions
i sequir investigant:

4. Reflexionem ara sobre quin tipus de poligons hem usat i per qué. Ho has fet de manera
aleatoria? Has pensat alguna estratégia? Suggeriments:

a) Sideixem els punts reticulars fixos (P) i incrementem en +1 els punts interiors (I + 1),
com canvia l'area (A)?

b) Si augmentem els punts reticulars (P + 1) i deixem fixos els punts interiors (I), com
canvial'area (A)?

¢) Quantes figures diferents tenen la mateixa area? (Posada en comu).

d) Fes les teves propies preguntes.
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En general, als alumnes els costa fer una reflexié sobre la feina feta. No estan acostumats a
parar i pensar si el que estan fent és adient o no. Per aix0, aquesta és una part de l'activitat
que els costa i que no saben gaire com abordar. Aqui el paper del professorat torna a ser
crucial per ajudar-los a aprendre a aprendre i a ser autocritics amb la propia feina, aixi com
per posar en comu la feina de la resta de companys.

5. Troba la relacié que hi ha entre les tres magnituds: A, P |.

a) Com creus que ha de ser?
b) Creus que I'area (A) és una funcié que depén dels punts interiors (1) i dels punts reticu-
lars (P)? Per qué?

En aquesta pregunta ja comencem a usar temes explicats a classe, com ara la idea de funcié
i la de magnitud. Qué esperem com a resposta a la primera pregunta? Doncs que respon-
guin «una relacié o combinacié lineal de les tres magnituds». Se’ls ha d'incentivar perque
conjecturin, perqué s'arrisquin a donar una resposta sense importar si és la correcta o no,
perque intentin, amb els exemples calculats a la taula, deduir algun patré o alguna relacié
entre I'area i els diferents punts. Un cop han fet una conjectura, han de comprovar-la per als
valors de la taula, i sovint passa que hi ha algun valor que no la compleix. Aqui és important
recordar que ara estan fent d’investigadors i que no passa res si no la veuen. El que és real-
ment rellevant és que ho intentin i col-laborin entre ells. Es indispensable que els diferents
grups d'investigacio facin una posada en comu per comprovar si la seva férmula és certa o
no per als exemples d'un altre grup. Recordem que cada grup ha triat poligons diferents i
que si busquem una férmula, ha de ser certa per a qualsevol tipus de poligon sempre que es
compleixin les condicions dites al principi de I'activitat.

Segons el coneixement previ dels alumnes, la seva resposta acostuma a ser del tipus A =
aP + bl is'obliden de posar que hi pot haver una constant sumant al final. Aqui torna a entrar
en joc el professorat. Qué és una relacio lineal entre variables? Quan una relacio no és lineal?
Quin paper hi té la ¢? Un cop hem trobat que la relacio6 té la forma A = aP + bl + ¢, ara hem
de trobar els coeficients ab i c.

6. Usant les dades trobades anteriorment a les taules, intentem aconseguir trobara, b i c.

a) Quin metode estudiat a classe podem usar?
b) Quines dades obtingudes ens poden ser utils?

Normalment, un grup nombrds d'alumnes responen a aquesta pregunta fent la connexio
amb sistemes d’equacions, i sovint s'emocionen pensant que han trobat la manera! D'altres
senzillament segueixen els passos dels més aventurers i hi estan d'acord. Cal fer una posada
en comu i altre cop rumiar sobre quantes equacions necessitem i com hem de triar-les per
poder trobar la solucié.

Podem aprofitar aquest punt per aprofundir en el tema i establir la diferéncia entre para-
metres i variables. Filosofant una mica, encara que només sigui a tall introductori, podem
aprofitar per explicar-ne la diferéncia; és a dir, els coeficients fixos perd desconeguts abi cson
els que relacionen la variable dependent A (area) amb les variables independents P i l. A més,
podem ajudar a assimilar la idea de funcié recordant que a cada poligon, i, per tant, a cada
parell (PI), li correspon una Unica area.



42+ noubiaix 48

Taula 2. Parametres i variables.

. Variables
Parametres
Dependent Independent
abic A Pl
Ens serveixen per relacionar les variables | El seu valor depen de Pil | Els donem el valor que volem

També podem aprofitar aqui per parlar que no tot, ni en la vida ni en les matematiques, té
una solucié unica: de vegades en té moltes i de vegades, fins i tot, no en té. | no passa res. Aixi
posem la llavor perqué, quan arribin al batxillerat, puguin treballar la discussié de sistemes
d’equacions (compatibles determinats, compatibles indeterminats i incompatibles).

7. Escriu el sistema d’equacions i resol-lo usant el métode que creguis més convenient.

Un cop cada grup ha triat les seves equacions (no han de ser les mateixes per a tots els grups),
ja podem usar el que hem apres a classe i resoldre el sistema trobant els valors que voliem
per a la formula. També podem usar tots les mateixes, perd és més interessant fer la reflexiod
que, encara que no usem les mateixes equacions, la solucié del sistema pot ser la mateixa.
Per exemple, dos grups diferents van triar les equacions segiients:

Grup1l: 3=6a+1b+c¢ 2=4a+1b+c¢ 1=4a+0b+c

Grup2: 3=4a+2b+c¢ 55=9a+2b+c¢ 1=4a+0b+c

Evidentment, ambdés van arribar a la mateixa solucié per als parametres. Es important que
cada grup trii i qUestioni quin dels metodes explicats per resoldre sistemes li és més util per
al seu sistema. Normalment, les vegades que hem usat aquesta activitat a secundaria era
amb alumnes que només havien treballat sistemes de dues equacions amb dues incognites
i, per tant, el primer dilema era: com ho farem ara que en tenim tres? Es habitual que se
les empesquin tots sols per resoldre-ho si han dut a terme una bona tria de les equacions
del sistema. Aquesta nova revelacié els encoratja a seguir endavant. Aquest és el moment
d’empoderar-los i fer que se sentin investigadors, que gaudeixin de la descoberta. Evident-
ment, no tots els alumnes reaccionen igual, pero a alguns se’ls il-lumina la mirada, com dient
«Eureka, hem descobert una formulal». Daltres es queden passius i s’ho prenen com una
activitat més: «Mira que bé, una altra férmula per aprendre!». En ambdds casos, pero, queda
una miqueta de satisfaccio.

En aquest punt de l'activitat, quan ja han descobert la formula, podem ser una mica més
formals i enunciar el teorema donant pes a la comunicacié matematica.

8. Araja podem enunciar el teorema de Pick:
Teorema (Pick, G.) Sigui P un poligon reticular simple amb vértexs que tenen coordenades ente-

res. Si P és el nombre de punts enters que hi ha a la vora i | és el nombre de punts enters que hi ha
a l'interior del poligon, llavors I'area del poligon, A, es pot calcular amb la férmula seglient:

1
A=l+-P—1
3
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Un teorema és una paraula que en matematiques usem moltes vegades, pero els nostres
alumnes de vegades no tenen gaire clar qué significa. Queé és un teorema? Qualsevol enun-
ciat matematic pot ser un teorema? Aleshores com ho distingim? Si no té demostracié, no
és un teorema? Habitualment es diu que en matematiques no estem satisfets d'un resultat
fins que no trobem una demostracié que el certifica. Nosaltres hem fet una demostracio, una
comprovacié o una deduccié? No ha de fer por introduir la idea de qué és el que hem fet i aixi
poder enllacar amb la necessitat d'una demostracié que verifiqui que la propietat enunciada
pel Sr. Pick és certa per a tot poligon reticular simple. Podem aprofitar per buscar informacio
aInternet sobre qué és un teorema (proposicié que ha de ser demostrada de manera logica a
partir d’'un axioma o d’altres teoremes) i sobre per qué s'anomena aixi. Aixo pot donar peu a,
més endavant, poder continuar amb aquest teorema i fer la demostracié en una altra activitat
usant, per exemple, la suma d’angles interiors [4].

9. Reflexionem:

a) Qualsevol dada ha servit per resoldre el problema?

b) Quin és el nombre minim d’equacions que has necessitat?

c) Creus que aixo és una demostracié del teorema? Fes una cerca del significat de teorema.
d) Creus que és un resultat bonic?

Finalment,atall de clausuradiscutim sobre les reflexions que hemanatfentalllarg del'activitati
sobre com ho hem anat fent. Aixo ens permet convergir cap a la idea que les matematiques
poden ser sorprenents, divertides i boniques.

4, L’activitat a 'aula de secundaria

Passar de la teoria a la practica és sempre refrescant. L'activitat esta pensada per ser feta en
dues sessions o0 bé en una sessié de dues hores. En la primera part, més juganera, els alum-
nes s'organitzen en grups de treball, busquen els poligons que ens serviran d’exemple i van
prenent les dades que se’ls demanen. Usant aquesta activitat, també els hem proposat que
comencin a escriure-ho en un document compartit i els expliquem com inserir equacions,
imatges i taules en el document. Per a la majoria és la primera vegada que fan un treball de
matematiques amb ordinador, fet que els motiva a seguiramb I'activitat. Historicament, hem
arribat només fins a la pregunta 5, de manera que queda en suspens, entre sessions, quina és
la formula que relaciona 'area i els punts. Algun grup ja comenca a fer les seves conjectures i
a buscar més dades entre els companys per poder veure un patro.

La segona part, més de descoberta i reflexid, és on fem la posada en comu i deduim la férmula
del teorema de Pick. Aprofitem per incidir en les connexions que hem hagut de fer servir
entre diferents continguts de I'assignatura, com ara els conceptes de funcié, equacio, varia-
ble, parametre i sistema d’equacions. A més, també incidim en la dimensié de comunicacié
i representacio, ja que el fet d’haver d’escriure I'activitat en un document digital comporta
implicit intentar comunicar de manera correcta el que hem anat descobrint, ja siguin les
férmules, ja siguin les explicacions del raonament seguit per arribar al resultat final.

L'ultima pregunta surt gairebé sense voler: heu trobat bonic aquest resultat? Les matemati-
ques poden ser boniques? | aqui el debat esta servit. La majoria no s’han plantejat mai abans
si les matematiques poden o no ser boniques: sén i prou. Acabem, doncs, reflexionant sobre
la bellesa.
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5.L'activitat a l'aula de batxillerat

En general, la mateixa activitat es pot portar a una aula de batxillerat sense haver de canviar
gaire coses. Si, pero, que el temps dedicat a I'activitat es redueix drasticament i els objectius
interns canvien. Ara podem anar més enlla i usar I'activitat com a exercici introductori del
treball de recerca i comencar a plantejar preguntes sobre per qué funciona una formula o per
a qui (en aquest cas, per a quins poligons) funciona. La deduccié del teorema és, en general,
molt més rapida i normalment aprofiten el metode de reduccié de Gauss per resoldre el
sistema. Aqui si que podem fer emfasi en el significat de sistema compatible determinat,
sistema compatible indeterminat i sistema incompatible, a I'hora d’escollir quines equacions
usem. Nosaltres volem que sigui compatible determinat; per tant, no volem dependéncies
entre les equacions. A més, podem reflexionar sobre els diferents sistemes d’equacions quan
apareixen a la classe i veure que els sistemes sén equivalents encara que no usem exacta-
ment equacions idéntiques. Usant el métode reduccié de Gauss-Jordan podem demostrar
que diferents sistemes sén equivalents; és a dir, que tenen la mateixa solucio.

Un cop formalitzem el teorema, podem derivar-lo cap a temes de recerca diferents. Per exem-
ple, en la discussié sobre qué és una demostracio, podem veure quins tipus de demostracio
hi ha (directes, per contradiccio, per induccié...) i amb quins conceptes i idees explicades en
I'assignatura, o no explicades, es pot relacionar. La pregunta és inevitable: pot servir aixo per
a un treball de recerca? Doncs potser si.

Ara és el moment de potenciar la recerca d’'informacié sobre el tema tractat i reflexionar
sobre quines referéncies poden ser valides o no per a un treball d’investigacié. Aqui entra
en joc la bibliografia adjuntada al final de I'activitat, que els alumnes poden consultar a tall
introductori. L'excusa pot ser buscar maneres diferents de demostrar el teorema. Evident-
ment, no trobaran enlloc algu resolent un sistema d’equacions, ja que nosaltres no hem fet
cap demostracio. Pero, per exemple, en l'article [12] hi trobaran dues maneres diferents de
I'habitual de demostrar el teorema. La primera només usa els angles del poligon i la segona
ja ho relaciona amb la teoria de grafs.

Aixo ens permet relacionar un tema que a priori no sembla complicat amb moltes altres bran-
ques de la matematica, fet que donara lloc a noves preguntes i a noves investigacions, com
ara si el teorema també és cert si usem altres tipus de reticules, com podrien ser la triangular
o I'hexagonal.

Per exemple, podem trobar relacions amb el tema de les successions, com ara les successions
de Farey [2], amb poligons de Jordan i la formula del topograf descoberta per Gauss, on
s'usen també determinants per calcular arees de poligons [8], o el teorema de Minkowski, per
qui sigui més teoric [6].
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Aquesta podria ser la primera excusa per veure com s’ha de triar el tema del treball de recerca.
Es interessant mostrar les noves branques en forma de connexions (figura 3) per descobrir
que poden sorgir de la idea original del teorema de Pick i fer veure a I'alumnat que d’'una
idea particular i coneguda se'n pot treure molt de suc. També podem ensenyar un exemple
de treball, com ara [5].

Fent Us d'una de les frases citades a [1], aqui és on «un professor dona una ma [...] obre una
ment [...] i toca un cor». Potser en I'activitat tenim una probabilitat alta de poder tocar aquest
cor i fer que I'alumne descobreixi la bellesa que hi ha en aquest resultat matematic, obrir-li la
porta per gaudir de les matematiques i guiar-lo per fer una bona investigacio.

6. Una mica d’historia

Acostuma a ser molt enriquidor per als alumnes conéixer una mica la historia del teorema i
de la persona que el va descobrir. Una petita explicacio ---que normalment fem de manera
oral--- sobre la poca importancia que es va donar d’entrada al teorema de Pick ens serveix per
veure que, de vegades, investigacions que més endavant han estatimportants, al principi van
ser poc valorades. Aixo acostuma a passar en el mén de les matematiques, on aportacions
gue sembla que no portin enlloc, amb els anys esdevenen crucials per a moltes branques,
disciplines i aplicacions (o no) en la vida quotidiana.

Alguns exemples d’aplicacions del teorema de Pick poden ser: calcular de manera rapida
I'area d'una regid de bosc cremada a partir d'imatges via satél-lit, o veure que és impossible
construir un triangle equilater en una graella de punts enters.

Pel que fa a la seva vida, segons Connor [3], Georg Alexander Pick va néixer en una familia
jueva el 1859 a Viena (Austria). Va entrar a la universitat amb setze anys i es va graduar en
Estudis de Matematiques i Fisica a la Universitat de Viena. Un cop fet el seu doctorat, va
anar a Praga, on exerci de professor. Va fer recerca en diferents arees de les matematiques,
com ara algebra lineal, geometria, funcions amb variable complexa o geometria diferencial,
entre d'altres. Aqui va conéixer Albert Einstein i va viure fins que els nazis, quan ja tenia
vuitanta-dos anys, el van empresonar i destinar al camp de concentracié de Theresienstadt,
on va morir.

El «famos» teorema va ser publicat per primer cop el 1900 en un diari txec, dins l'article titulat
«Geometrisches zur Zahlenlehre» («Resultats geométrics sobre la teoria de nombres») [10].
Ningu, pero, no va fer-ne cas i no va ser fins al 1969 que un matematic polones, H. Steinhaus,
en el seu llibre Mathematical Snapshots [13], va esmentar-lo i descobrir-lo a tota la comunitat
i es va popularitzar.

7. Analisi de l'activitat

He basat I'analisi en les preguntes que poden servir d’indicadors del nivell de riquesa compe-
tencial d’'una activitat [14]. La descoberta de la férmula del teorema de Pick ens permet usar
coneixements ja adquirits, com ara la resolucié de sistemes d’equacions, en un context que
a priori no sembla que tingui cap mena de relacié. Ens ajuda a relacionar camps diferents de
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la matematica usant alhora els conceptes de funcio, variable i magnitud dins d'un problema
merament geometric com és el de les arees dels poligons. L'activitat es pot desenvolupar de
diferents maneres: usant la tecnologia (GeoGebra) o usant material manipulatiu com ara el
geopla, cosa que fa l'activitat molt atractiva per a I'alumnat.

Pel que fa a estimular la curiositat dels alumnes, cal que el professorat s'impliqui en l'activitat
i els guii. Altrament, es desanimen quan se senten perduts i no saben com seguir. El punt clau
de l'activitat és aconseguir que triin bé els exemples i que ells mateixos, tot discutint, facin la
connexié amb els sistemes d’equacions. Aleshores és quan se senten satisfets i tenen ganes
d‘arribar fins al final. El fet d’haver de compartir dades entre els grups i d’haver de fer una
posada en comu per tirar endavant és una cosa que també els motiva.

Han d’entregar un document digital amb les respostes a les preguntes fetes durant I'activitat
i on han d'aprendre a inserir equacions, taules i figures. També hi ha d’haver alguna petita
explicacié o reflexio sobre com han anat resolent les qliestions proposades.

En el cas del batxillerat, han d'aprendre, a més, a buscar informacio, a citar-la correctament
i a analitzar com escriure de manera adient un article cientific. La fi de 'activitat pretén ser
I'inici de la recerca d'un tema de matematiques com a treball de recerca per al qui hi estigui
interessat, és clar.

Per completar I'activitat, potser seria bo que els mateixos alumnes s'autoavaluessin seguint
una rubrica fixada pel professorat. Normalment, quan en una activitat ells mateixos (en grup)
s’han d'avaluar, acostumen a ser fins i tot més critics que el que ho podriem ser nosaltres, i és
aleshores quan s'adonen de com han fet les coses i acaben de consolidar els coneixements
adquirits o bé descobreixen qué és el que no acaben d’entendre. En ambdds casos, aquest
seria un bon final per als alumnes. El temps, pero, moltes vegades és or, i aixo implicaria una
tercera sessio que no tenim.

No podia acabar sense fer referéncia a la sorpresa que representa per a I'alumnat el fet de
descobrir que les matematiques també es poden adjectivar com a boniques. Els resultats
matematics, com els dels pintors, els musics o els poetes, poden ser bonics; les idees, com les
notes, els colors o les paraules, es poden combinar de manera harmoniosa per crear bellesa.
En el nostre cas, hem pogut gaudir de la bellesa matematica encriptada en la formula del
teorema de Pick.
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